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MN II. Examen IV

Ejercicio 1 (3 puntos). Se considera la férmula de integracién numérica

/_lf($> (1—x2)d$ = aof(xo) + Ollf(iﬁ) + R(f)

1. Determina los nodos y los coeficientes para que la formula anterior tenga grado
de exactitud méximo. ;Cudl es ese grado de exactitud? (1.5 puntos)

2. Obtén la expresion del error de dicha férmula. (1 puntos)

3. Utiliza la férmula anterior para estimar el valor de

/1 In(2®+1) (1 — 2%)dz. (0.5 puntos)

1

Ejercicio 2 (3 puntos). Considera la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio

a+h
[ t@ids = Fp@) + G rak2n) + RO

1. Proporciona una expresion para el error de integracién numérica asociado a la
férmula. (1 punto)

2. Deduce la formula compuesta asociada a dicha férmula, incluyendo una expre-
sién del error. (1 punto)

3. (1 punto) Deduce un método multipaso lineal para aproximar la solucién del

PVI
r' = f(t’ :L‘),
{I(to) = p- o

Ejercicio 3 (2 puntos). Para resolver numéricamente el PVI (1) se propone el
método de Runge-Kutta Radau dado por el arreglo de Butcher

0 [1/4 —1/4
2/3|1/4 5/12
|1/4 3/4

Estudia la convergencia del método.
Nota: No es necesario que compruebes que ® es Lipschitziana.

Observacion. Se valora un punto el estudio de la consistencia, y otro el estudio de
la estabilidad.
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Ejercicio 4 (2 puntos). Para aproximar la solucién del PVI (1) se considera el
método multipaso

Tnis = Tn + h(Ba fara+ Bi fosr).

1. ;Qué relaciones deben existir entre los parametros 3, y B2 para que el método
anterior sea convergente? Justifica tu respuesta. (0.5 puntos)

2. Calcula los coeficientes 31 y B2 para que el orden de convergencia sea maximo.
Indica el orden de convergencia y el término principal del error de truncatura
local. (0.5 puntos)

3. (1 punto) Se pretende aproximar x(1), donde z(t) es la solucién del PVI

¥ =x+1t,
z(0) = 1.
Para ello, tomando h = 1/4, utiliza el método de Euler para obtener las

condiciones iniciales que necesites. A continuacién utiliza el método anterior
hasta aproximar x(1).
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Ejercicio 1 (3 puntos). Se considera la férmula de integracién numérica

/1f(x) (1—a2*)dr = ag f(ze) + a1 f(21) + R(f).

1. Determina los nodos y los coeficientes para que la formula anterior tenga grado
de exactitud méximo. ;Cudl es ese grado de exactitud? (1.5 puntos)

Consideramos I1(z) = (z — zg)(z — 1) = 2? + ax + b. Ahora, para que esta
formula simple sea gaussiana debe verificar que:

0 0
1 3 5 2370
x X x x
11 1— 22)dr =0 = br — — — —b _
/_1 (x)(1 — z%)dx 3+a72z/—|— T -7 a742/ ]_1
2 2 4 4b 1
———==D 2b = —+ — = b=—-
375 3+ 0= 151T3=0= 5
0 0 0
1 4 3 5 1
x x x X x x
II 1—a2)der =0 — — T _ —a=— —p _
/1x (x)( x*)dx 4+a3—|—72z/ 762/ a5 742/}_1
2 2
a§—ag:0:>
Asi
2 2 1
H(z)=a2"4+ar+b=2x ~%
con raices:
1 V5 1 V5
z)=0—1g=——F—==——", T1=—7==—
() 0 \/5 5 1 \/5 5
Imponemos exactitud en {1, z}.
! 4
. f(x)51:>/ (1—x2)dx:a0+oz1:>§:ozo+oq
%) o Qg a1

+ —==0=

5 R

-f(x)zx:>/_lx(1—x2)da::—ﬁ 7

de donde ap = a; = 2/3. Por tanto:

f( ><1—x>dm§f( })+ f<7)

La férmula tiene grado de exactitud 3 por ser gaussiana.
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2. Obtén la expresion del error de dicha férmula. (1 puntos)

Es una férmula gaussiana, asi que el error sera:

(iv) 1 (iv) 32
R(f) = =00 x €l = 11]

1
Observacion. Es un error poner R(f) = / flzo, z1, z]dx.
-1

3. Utiliza la férmula anterior para estimar el valor de

/1 In(z® +1) (1 — 2%)dz. (0.5 puntos)

1

! 2 6 2 6 4 6
In(z?+1)(1—2*)de~=In{=|+=In{=)==-In(=] =024
/1n(x+)( x7) dx 3n(5)—|—3n(5) 3n(5) 0,243095

Observacion. El valor “exacto” es 0,224098.
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Ejercicio 2 (3 puntos). Considera la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio

a+h
/ @) do = %f(a) + %f(a+2h) + R(P).

1. Proporciona una expresion para el error de integracion numérica asociado a la
férmula. (1 punto)

) / " a2, 2] (r—a)(—(ar2m)dz 2 fla,atohx / (a+2h))di =

fla.a+ 2k, ) {/:Jrh(x—a)de—l—/anrh( (z - a) dx}

fla,a+ 2k ] (@} " th] a+h> _

a a

fllé ) ( 3 —h- h3) — f/,éﬂ)(_2h3) — _@h‘?

con x €la,a+2h[y p €la,a+ hl.

2. Deduce la férmula compuesta asociada a dicha férmula, incluyendo una expre-
sién del error. (1 punto)

Consideramos una particién equiespaciada del intervalo [a, b], donde a = z <
Ty < - < x, =b, con xyyy = x;+hy h = (0-9/ Entonces, la férmula
compuesta sera:

b n—1 Tig1 n—1 A A ;L—l 1
[ e =Y [ swrte =3 (S st + Gt 43 (L) i -
a i=0 /i =0 :

(2

h Gf(a) + %f(cw h) + Z if(xi) + i Zf(xi)) +R(f) =

i=2 =2

h <§f(a) + %f(aJrh) +if(xi) + if(b) + if(bjth)) + R(f)

4 1=2
donde
o hgn — f”(ILL) _ hgn e~ (b_a)Sn "oy (b_a’)3 "o~
R(f)=-=3 ; = ) = = (@) = = ()

Observacion. Se resta —0,3 puntos si no se agrupa.
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3. (1 punto) Deduce un método multipaso lineal para aproximar la solucién del

PVI
{x = f(t,x), 2)

x(ty) = p.

tn+1 , tnt1 3h h
Tpi1—Tn = X(tpy1)—x(t,) = / Z'(t)dt = / ft, z(t))dt ~ Zf(tn,mn)—i-zf(tnﬂ, Tpi2)
tn tn

Queda entonces

3 1
n+l — 4dn h{-— n “Jn
Tpy1 = Tp + (4f +4f+2)
Se puede hacer también con h negativa:

tn+1 tn+1
Tl — Toga X T(tyg1) — x(thie) = / 2/ (t)dt = / flt,z(t))dt =~

tn+2 tn+2

t’ll

3(—=h —h JP— —
%f(tn—&-% xn+2) + %f(tn_;_z — 2h, $n>
de donde
3h h

T ~ T + —Jn + —Jn
+2 +1 4f+2 4f
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Ejercicio 3 (2 puntos). Para resolver numéricamente el PVI (1) se propone el
método de Runge-Kutta Radau dado por el arreglo de Butcher

0 [1/4 —1/4
2/3|1/4 5/12
| 1/4 3/4

Estudia la convergencia del método.
Nota: No es necesario que compruebes que ® es Lipschitziana.

Observacion. Se valora un punto el estudio de la consistencia, y otro el estudio de
la estabilidad.

Vemos en primer lugar que:

1 3
it =@+ h (=K + SK
X +1 X + <4 1+4 2)

1 1
K = -K; —-K
1 f(t7$+h<4 177 2))

2 1 5

con

1 3
(D = — —
0 4K1 + 4K2

Estudiamos primero la consistencia:
. p(/\) =A-1, p(l) = 0.

w O(x(tpy1), 2(tn);tn, 0) = f(tn, x(t,)). Para ver esto, observamos que si h = 0,
entonces K7 = Ky = f(t,x), y entonces:

Ba(tuia), #(tn); b0, 0) = 7 (b 2lt) + 5 (s 20)) = (b, (02)

Por tanto es consistente. También se puede ver la consistencia sabiendo que
RK es consistente si y solo si by +---+b, = 1, en este caso, by = /ay by = 3/4,
luego se cumple que b; + by = 1, de tal manera que el método es consistente.

Vemos la estabilidad:

» Todas las raices de p(\) estén en el disco unidad y las de médulo 1 son simples.
Como p(A\) = XA — 1, solo tiene una raiz, A\ = 1, que es simple. Por tanto, el
método es estable.

Como el método es consistente y estable, es convergente.

Faltaria ver que ® es Lipschitziana, pero no es necesario comprobarlo para este
ejercicio.
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Ejercicio 4 (2 puntos). Para aproximar la solucién del PVI (1) se considera el
método multipaso

Tnis = Tn + h(Ba fara+ Bi fosr).

1. ;Qué relaciones deben existir entre los parametros 3, y B2 para que el método
anterior sea convergente? Justifica tu respuesta. (0.5 puntos)

Para que el método sea convergente, debe ser consistente y estable.

» Estabilidad. Obtenemos el primer polinomio caracteristico: p(\) = A —1,
que tiene 3 raices distintas de modulo 1, luego el método es estable.

» Consistencia. ag =1y a3 = as = 0. Ahora, estudiamos C y Cs:
Clzl—aozl—le
Co=3-0-ap—Br—pB1 =0
obteniendo que la relacion entre los parametros 31 y s es:

pr+p2=3

Por lo tanto, el método es convergente <= es estable y consistente
— bit02=3

2. Calcula los coeficientes 31 y B2 para que el orden de convergencia sea maximo.
Indica el orden de convergencia y el término principal del error de truncatura
local. (0.5 puntos)

32 0°
0223—5040—252—51:0
9
51+2/62:§

9
3—52+252=§
9

5225—3
de donde
3
b=
3
f="
Ahora
3 02 1. 9 3 3 3
T L L - I I e
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Y vemos que el orden de convergencia méximo es 2, siempre que 1 = 5 = 3/2.

El término principal del error de truncatura local es:

3 "

195 (X)hg

3. (1 punto) Se pretende aproximar z(1), donde z(t) es la solucién del PVI
¥ =ux+t,
z(0) = 1.

Para ello, tomando h = 1/4, utiliza el método de Euler para obtener las condi-
ciones iniciales que necesites. A continuacion utiliza el método anterior hasta
aproximar x(1).

~—

Como el paso es h = 1/4, si partimos de ty = 0, podemos aproximar x(1) con
n = 4 pasos, de tal forma que x(1) =~ x4. Comenzamos a iterar, usando el
método de Euler: x,, .1 = x, + hf(t,, z,), con f(t,x) =z +1

B Ty — 1

» 1y =0+ hf(to,z0) =1+ 3(1+0)=1,25

» oy =1+ hf(t, 1) = 1,25+ (1,254 1) = 1,625

3 3
Ahora, usamos que z,,3 =z, + h (§fn+1 + §fn+2>, luego:

w25 =a0+h (3(z1 + ) + (22 + 12)) = 1+5 (2(1,25 4 0,25) + (1,625 + 0,5)) =
2,35938

noay=a1+h (322 + to) + 3(x3 + 13)) = 3,21289

La solucién exacta es (se puede obtener con un cambio de variable u = z+t—1
y factor integrante e*):

z(t) =2e" —t—1
2(1) = 26 — 2 ~ 3,43656
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